Proiectarea Algoritmilor 2011-2012

Proiectarea Algoritmilor 2011-2012

Laborator 12

Algoritmi aleatori

Cuprins

1 ODIECLIVE [ADOTALON ... 1

P N o) § (6 13 1 o) 2113 1o TP PSPPSR PRURRTRON 1

3 Descrierea problemei $i a reZOIVAIIIOTL........ccccoiviiiiiiii i 2
TS AN o o | (T I T =T o - TSP S 2
3.2 1goritmi MONEE CarlO.......ccveiiiiiicic et sre e 4

4 CONCIUZIT ST ODSEIVALIL ...vviviiiiiiiiieie et e st sttt ettt e et e b e sbe e sbe e s he e s b e e beenbeenbeesbnesnneas 5

I 2 (3 11 T PP PR OO PP TSR PTPPPR 5

1 Obiective laborator

- Intelegerea notiunilor de bazi legate de algoritmii aleatori — Algoritmi Las Vegas si Monte
Carlo;

- Familiarizarea cu rezolvarea folosind algoritmi aleatori a problemelor clasice;

- Diversificarea perspectivei de analiza si rezolvare a problemelor.

2 Aplicatii practice

Algoritmii aleatori se impart Tn principal in 2 clase:

- Algoritmi care rezolva probleme de optim: solutia calculatd de algoritm este garantat
corecta, dar este aproximativd (nu este optimald). In acest caz, solutia suboptimali este
considerata acceptabila avand o marja de aproximare controlata probabilistic — algoritmi de
aproximare, algoritmi genetici si algoritmi aleatori de tip Las Vegas,

- Algoritmi care rezolva o problema ce accepta o singura solutie: se renunta la exactitatea
rezolvérii preferandu-se o solutie rapida care se apropie cu o probabilitatea suficient de
mare de solutia exacta — corectitudinea nu este garantata — algoritmi aleatori de tip Monte

Carlo si stocastici (Markov).
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Printre implicatiile practice ale algoritmilor aleatori se numara:

- optimizarea diversilor algoritmi, in general in vederea asigurarii dispersiei corespunzatoare
a valorilor;

- diverse initializari (ex. Algoritmi Genetici pentru indivizi) sau selectii de date dupa o
distributie prestabilita (in general Gaussiand);

- reducerea complexitatii unor probleme specifice.

3 Descrierea problemei si a rezolvarilor

Primele aspecte care trebuie clarificate sunt caracteristicile algoritmilor aleatori:

- necesitatea micsorarii timpului de rezolvare a problemei prin relaxarea restrictiile impuse
solutiilor;

- este suficientd o singura solutie care se apropie cu o probabilitate masurabild de solutia
exacta;

- in final se poate obtine o solutic suboptimala cu o marja de eroare garantata prin calcul
probabilistic.

Generatorul de numere aleatorii se afla la baza constructiei §i functionarii algoritmilor aleatori.
Astfel, pentru ruldri diferite existd sansa ca algoritmul sa se comporte diferite, chiar daca datele de
intrare, respectiv rezultatele sunt aceleasi. Astfel, pentru acelasi set de date de intrare, algoritmii

familiei se comporta diferit, chiar daca rezultatele sunt aceleasi.
3.1 Algoritmi Las Vegas

Caracteristici:

- Determina solutia corecta a problemei, Insa timpul de rezolvare nu poate fi determinat cu
exactitate;

- Cresterea timpului de rezolvare implica cresterea probabilitatii de terminare a algoritmului;
- Dupa un timp infinit se ajunge la solutia optima si algoritmul se termina sigur;

- Probabilitatea de gasire a solutiei creste extrem de repede incat sd se determine solutia
corecta intr-un timp suficient de scurt.

Complexitate teoretica:
fln) = G{g(ﬂ}} daca3c>0,ny > 0 a. i

- ¥n=ny 0= fn) < cag(n) cu o probabilitate de cel putin 1 — n™%, & fixat si suficient
de mare.
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Implicatii:
Procentul algoritmilor Las Vegas care consuma cel mult carg(n) resurse de calcul din totalul unei

familii de algoritmi de complexitate G{g(n}} este 1 — n~ % Pentru « suficient de mare exista sanse

foarte mici sa se foloseasca un algoritm al familiei care nu respecta limita de complexitate.
Problema:
- Capitolele unei carti sunt stocate ntr-un fisier text sub forma unei secvente nevide de linii;

- Fiecare secventa este precedata de o linie contor ce indica numarul de linii din secventa, iar
specificul indica fiecare astfel de secventa este lunga;

- Fiecare linie din fisier este terminata prin CR,LF;
- Toate liniile din secventa au aceeasi lungime;

- Fiecare secventa de linii contine o linie (titlul capitolului) ce se repeta si care apare in cel
putin q = 10% din numarul de linii al secventei.

Cerinta:
- Pentru fiecare secventa de linii sa se tipareasca titlul capitolului (linia care se repeta).
Complexitate varianti iterativi: O(n) in cazul cel mai defavorabil

Rezolvare aleatoare:

selectie linii(n,Secv) // Pp n = dim secv > 100

while (1)
i = random(0,n-1) // selectez o linie
J = random(0,n-1) // si inca una
if (i != j && linie(i,Secv) = linie(j,Secv)) // le compar

return linie (i, Secv) // am gasit linia

_qm—D]
10000 /'

Complexitate varianti aleatoare: O(lg _l(ij lo( n)j =0(lg(n)), unde a= (1
a

0=10 — probabilitatea de regasire a titlului capitolului.
Observatii:

De exemplu pentru n=100 si g=10%, dupa 3500 de iteratii, probabilitatea ca solutia sa fie corecta
poate fi consideratd 1; daca gq=30%, atunci numarul de iteratii devine 500. Aproprierea
probabilitatii de 1 este atdt de mare incat precizia de calcul cu 12 zecimale nu mai asigura obtinerea

valorii exacte si, practic, terminarea algoritmului devine certa.

Algoritmul se comportd foarte bine chiar si atunci cand in conditiile teoretice nu sunt respectate
intrucét avem de-a face cu numere pseudo-aleatorii si secventa de linii nu este formata aleator.
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3.2 Algoritmi Monte Carlo

Caracteristici:

- Determind o solutie a problemei care e¢ garantat corectd doar dupa un timp infinit de
rezolvare — solutie aproximativa;

- Presupun un numar finit de iteratii dupa care raspunsul nu este garantat COrect;

- Cresterea timpului de rezolvare implica cresterea probabilitdtii ca solutia gasita sa fie
corecta;

- Solutia gasita intr-un timp acceptabil este aproape sigur corecta (existd o probabilitate mica
ca solutia sa nu fie corecta).

Complexitate teoretica:
fin) = G{g(’n}} dacadc>0,ny > 0 a. i

- ¥n=ny 0<fn) < cag(n) cu o probabilitate de cel putin 1 — n™%, & fixat si suficient
de mare;

- Probabilitatea ca solutia determinata de algoritm sa fie corectd este de cel putin 1 — n™%,
Implicatii:
Procentul algoritmilor Monte Carlo care consumia cel mult cag(n) resurse de calcul din totalul
unei familii de algoritmi de complexitate O(g(n)) pentru a gési o solufie corectd cu o
probabilitate de cel putin 1 — n"%este 1 — n™=,

Pentru & suficient de mare exista sanse foarte mici sa se foloseasca un algoritm al familiei care nu

respectd limita de complexitate si nu se termind cu o solutie corectd.
Problema:

- Testarea daca un numar dat n este prim.
. . . bA
Complexitate varianta clasica: O(\/ﬁ ): O| 272 | unde k = nr. de biti ocupati de n

Rezolvare aleatoare folosind teorema lui Fermat (Daci n este prim atunci pentu V 0 < x < n, X"
mod n = 1):

priml (n,a) // detecteazd daca n e numdr prim

if (n <=1 || n mod 2 == 0) return false
limit = limita calcul (n,a) //nr min pasi pt sol corectad cu P=1-n"-a
for (1 = 0 ; i < limit ; 14+)

x = random(l,n-1) // aleg un numdr oarecare

if (pow mod(x,n) != 1) return false // T. Fermat

return true
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pow_mod(x,n) // calculeazd x"" mod n

r =1
for mMm=n-1;m>0; m=m/ 2)
if (m mod 2 != 0) // testez daca m e par sau nu
r = X*r mod n
X = (x*xX) mod n

return r;

Problema acestei abordiri constd in faptul cd nu putem stabili cu exactitate care este limita de
calcul.

Pornind de la urmitoarea teorema: Pentru orice numar prim ecuatia x> mod n = 1 are exact 2
solutii: X; = 1 si X, = n — 1, obtinem urmatoarea definitie pentru X = martor al divizibilitatii lui n :
Fie n> 1 si 0 < x < n doua numere astfel incat X™* modn!=1saux*modn!=1 x!=1six!=n—
1.

prim2(n,a)

if(n <=1 || n mod 2 == 0) return false
limit = limita calcul (n, o)
for (1 = 0 ; i < limit ; i++)

X = random(l, n-1)

if (martor div(x,n)) return false

return true;
martor div(x,n) // determina daca X=martor al divizibilitatii lui n
r =1; y = x;
form =n-1; m>0; m=m/ 2) // puterea
if (m mod 2 != 0) // putere impara

r =y * r mod n
z =y // salvez valoarea lui y
y =y * ymod n // calculez y? mod n
if (y == 1 && z != 1 && z != n-1)//verific teorema anterioara
return 1
return r != 1 // teorema Fermat

Complexitate: O(Ig2 n): O(kz)

4 Concluzii si observatii

Metodele descrise pot fi aplicate si se adreseaza unei plaje largi de probleme, iar abordarile
prezentate pot duce la scaderi drastice a timpilor de executie.
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